\%%W ALBERT-LUDWIGS-
UNIVERSITAT FREIBURG

Prof. Dr. Andreas Podelski 21.11.2013
Matthias Heizmann

Alexander Nutz

Christian Schilling

Prisenziibungen in der Vorlesung
Theoretische Informatik
MiT LOSUNGSSKIZZE

Aufgabe 1: Regulire Ausdriicke und endliche Automaten

Gegeben sei der folgende regulére Ausdruck itber dem Alphabet ¥ = {a, b}:
a=(a+b)*aala+b)"

(a) Welche Sprache wird durch a beschrieben? Es geniigt, wenn Sie eine informelle
Beschreibung von L(«a) angeben.

(b) Geben Sie alle Residuen (u'L(a)) von L(a) an. Beschreiben Sie jedes Residuum
durch einen reguldren Ausdruck.

(c) Geben Sie den Minimalautomaten fiir die Sprache L(«) an.

Losungsskizze ......... ..

(a) L(a) = {uaav | u,v € £*} = {w € ¥* | w enthilt das Teilwort aa}

(b) (i) e 'L(a)=a
)=a

(i) e 'L(a (a+b)"+a
(i) aa™'L(a) = (a + b)*

()

Aufgabe 2: Regulire Sprachen

a,b




Zeigen Sie, dass folgende Sprache iiber dem Alphabet X = {a, b} nicht regulir ist:
L={a"b" | m<n}

.................................... Losungsskizze ..........c i
Angenommen, L sei reguldr. Dann gibt es eine Wortlange p aus dem Pumping Lemma. Wir wahlen
das Wort z = aPbP*!. Es gilt |2| =2p+ 1 > p.

Dann gibt es eine Zerlegung z = uvw mit |uv| < p und |v| > 0 und es gilt fiir alle i € N : uv'w € L.
Wir wissen, dass uwv nur aus a besteht, also u = al“l und v = alv!.

Wir wihlen i = 2 und erhalten 2’ := uv?w = al“lg?vlgp=Iwlpp+1,

Die Anzahl der a ist |u| + 2|v| + (p — |uv|) = p + |v| und |v| > 0. Also enthilt 2z’ mindestens so
viele a wie b und damit gilt 2’ ¢ L.

Widerspruch, also ist L nicht regular.

Aufgabe 3: Abschluss unter Riickwéirtsoperator

In den Ubungen wurde bereits gezeigt: Regulire Sprachen sind unter dem Riickwértsoperator
abgeschlossen. Beweisen Sie diesen Satz erneut, indem Sie nicht mit Automaten, sondern
mit reguldren Ausdriicken argumentieren.

Zur Erinnerung:
Der Riickwdrtsoperator fir Worter w = aqas . .. a, € ¥* ist wie folgt definiert:

’U}R = ApQp—1...071

Basierend darauf ist der Rickwdrtsoperator fiir Sprachen L C ¥* wie folgt definiert:
E_f{wfey |wel}

.................................... Losungsskizze ........ ...
Beweisidee: Wir wissen, dass jede reguldre Sprache durch einen regulidren Ausdruck beschrieben wer-
den kann. Wir zeigen, dass “Umdrehen” eines reguldren Ausdruckes die Riickwartssprache beschreibt.
Daraus folgt direkt die zu zeigende Behauptung.

Zunichst beschreiben wir formal was wir mit “Umdrehen” meinen und definieren den Rickwarts-
operator - fiir regulire Ausdriicke wie folgt.

o P =90
® £ =¢

e all=qfiraeX

o (a+p)f=(aff+ )
o (- B)ft= (B af)
o (a")ff = (af)*

Wir beweisen die folgende Aussage: Fiir jeden reguldren Ausdruck « ist die Sprache des “Riickwartsausdruckes”
ot die Riickwartsprache von .

Wir fiihren unseren Beweis mit Hilfe von struktureller Induktion iiber den Aufbau von reguliren
Ausdriicken.



e Induktionsanfang:

— L((a+B8)R) = L(a®+ BR) = L(a®) UL(BR) Y L(a)RUL(B)E = (L(a) U L(B))R
Lo+ B)F

— L((a- B)R) = L(BR - af) = L(BR) - L(a®) ¥ L) - L) L (L(a) - L(B))R
L(a- AR

— L((0*)®) = L((a®)*) = L(a®)* ¥ (L)) "2 L(a)E

Wir verwendeten dabei die folgenden Behauptungen.
e Behauptung (i): Fiir alle Worter w; € ¥*,w; € ¥* gilt die folgende Aquivalenz
Wy - W GLf'Ll{2 & wy-wy € (Ll-Lg)R
Beweis zu (i):

wg-wleLf-Lf

& wleL{% UndeGLé%
& wlt € Ly und wlt € Ly
= ’w{{'wé%GLl'Lg

(g)) (’LUQ "LU1>R S L1 'LQ
& wy-wi € (Ly - Ly)f

e Behauptung (ii): Fiir alle Wérter u € ¥*,0 € ¥* gilt die folgende Gleichheit

ul - oft = (

v-u)lt
Beweis zu (ii)
Seiu=ay...ap und v ="0b1...by, mit a; € ¥ und b; € 3, dann gilt

uR-vR:an...a1~bm...b1:(v~u

)R
e Behauptung (iii): Fiir alle Wérter w € ¥* gilt:
w e (L & we (L*)F
Beweis zu (iii)
Nach Definition des Kleeneschen Sternoperators gilt:

w e (L®)* & es gibt ein n € N sodass w € (LF)"

Wir zeigen durch vollstandige Induktion iiber n, dass die Aquivalenz w € (L#)" < w e (L™)%

gilt.



— Induktionsanfang n = 0: klar.
— Induktionsschritt n — 1 ~» n:
Sei w = wy - wo fiir wy € (L)1 und wq € LT,
R

Nach Induktionsvoraussetzung gilt die Aquivalenz wy € (LY < w € (L HE,
zusammen mit Behauptung (i) folgt die Aquivalenz wy -wq € (LF)" < wy-we € (L™,

Hinweis: Dieser formale Beweis ist keine typische Klausuraufgabe!




