1 Kontextsensitive Sprachen

Eine Grammatik heifit kontextsensitiv (C'H1-Grammatik) gdw.
Vp—qeP3IAe Nuv,we (NUT)  w#eAp=uAvAqg=uwv

(d.h. ein Nichtterminalsymbol A € N wird ,,im Kontext“ w ... v ersetzt durch
das nichtleere Wort w). Zusétzlich gibt es wieder die Sonderregel fir S — ¢.

Man sieht, dass die Lénge des aktuellen Wortes niemals abnimmt (aufler fiir
e). Damit ist das Wortproblem entscheidbar, z.B. durch einen Algorithmus,
der fiir w alle moglichen Ableitungen ausprobiert und jeweils abbricht, sobald
das aktuelle Wort langer als |w| ist. Schleifen kénnen erkannt werden.

Der Algorithmus kommt mit polynomiellem Platz aus, aber benotigt expo-
nentielle Zeit - tatséchlich ist er PSPACE-vollstiandig (s. néachstes Kapitel).

Automatenmodell: Linear beschrankter Automat (LBA) = NTM mit Band
der Lange |w|. Der Name kommt daher, dass man das Band faktisch um
Faktor k vergrofern kann, indem die Symbole k-Tupel kodieren.

Offene Frage: Gilt DLBA = NLBA?

Realistisches Computermodell (Speicher ist endlich in der Linge der Einga-
be)?

Satz Es gibt Turing-entscheidbare Sprachen, die nicht kontextsensitiv sind.
Bew.: Betrachte ¥ = {0, 1}. Wir konstruieren eine Sprache L C ¥*, die von
einer Turingmaschine 7 entschieden wird.

Kontextsensitive Grammatiken sind in 3 kodierbar und aufzihlbar. Wir

konnen weiterhin eine Ordnung auf Wortern definieren, d.h. jedem Wort
w € X* bijektiv eine eindeutige Zahl z(w) zuweisen.

Konstruiere akzeptierende 3-Band-TM 7:

Band 1: Eingabewort
Band 2: Bestimme z(w) und zéhle die entsprechende Grammatik G, auf.

?
Band 3: Entscheide die Frage w € L(G). Gib als Ausgabe genau dann 1 aus,
wenn die Antwort ,,nein“ lautet (sonst 0).
Die Sprache lautet also L = {w | w ¢ G.()} und ist entscheidbar durch 7.

Damit gibt es keine kontextsensitive Grammatik G mit L(G) = L, denn eine
solche Grammatik hétte eine Nummer n in unserer Aufzéhlung, G = G,,.
Wir wissen, dass n = z(w) fiir ein w. Dann finden wir einen Widerspruch:

w € L(G,) < 7 schreibt eine 0 angesetzt auf w < w ¢ L = L(G,,) =

Allgemein sind alle Probleme nicht kontextsensitiv, die nicht mit linearem
Platz auskommen, z.B. Aquivalenz regulidrer Ausdriicke (EXPSPACE-vollst.).
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2 Rekursivitat

Def. 2.13 Eine Funktion f : A* — B* heifit rekursiv, falls sie Turing-
berechenbar ist.
Eine Menge L C A* heifit rekursiv, falls sie Turing-entscheidbar ist.

Church-Turing-These (1936): Die intuitiv durch Algorithmen berechen-
baren Funktionen sind genau die rekursiven Funktionen.

Anders formuliert: Die TM ist ein mathematisches Modell fiir den Begriff
»Algorithmus®.

Andere Varianten, die zu Turingmaschinen (1936) dquivalent sind:
(1) Erfiillbarkeit in der Logik erster Stufe (— Logik)
(2) M-Kalkiil (1936)

(3) p-rekursive Funktionen (1933):
primitiv rekursive Funktionen = Nullfunktion, Projektion, Nachfolgerfunkti-
on; Komposition; Rekursion — Laufzeit vorher abschétzbar

Bsp. fiir nicht-primitiv-rekursive Funktion: Ackermann-Funktion (Péter):

a(0,n)=n+1
a(m+1,0) = a(m,1)
alm+1,n+1) =a(m,a(m+1,n))

a(3,4) = 125;a(4,0) = 13,a(4,1) = 65533, a(4,2) = 265536 — 3

wird benutzt zum Compilertest; Umkehrfunktion praktisch konstant

Erweiterung um p-Operator:

T1,...
uf(@ undef. sonst

xk) - {minM(faxla"'7xk) M(faxla"'axk)#(b
Fiir f: NfL ~ Nist M(f,zy,...,z;) folgendermaflien definiert:

{neN| f(xy,...,21,n) =0AY0O <m <n: f(x,..., Tk m) # undef.}
(4) Registermaschinen mit mind. 2 Registern (,,2-counter machine“) (1963):

n Register Ry, ..., R, mit je einer natiirlichen Zahl, Inkrementierung, modi-
fizierte Dekrementierung, Null-Test; Eingabe: Ry bis R, 1, Ausgabe: R,



(5) GOTO-Programme: Entsprechen faktisch der Maschinensprache; Backus-

Naur-Form (BNF) fur & Konstanten, m Variablen und n Programmzeilen
Po=0 A . l,1: A, HALT
A:=X:=X+C|GOTO L |IF X =C THEN GOTO L

+uo=4|-

Xo=x1|...|xn
Cu=c ... ]
L=t |...]¢,

Vorstufe: LOOP-Programme (Méchtigkeit: prim. rek. Funktionen):
P:=P;P|X:=X+C|LOOP X DO P END

(6) WHILE-Programme:
P:=P,P|X:=X+£C|IF X=C THEN P | WHILE X # 0 DO P END

Umwandlung eines n-GOTO-Programms ¢; : Py;...; ¢, : P,: Sei 2’ neu.
¥ =1;
WHILE 2’ # 0 DO

IF 2/ =1 THEN A;;

IF 2/ =2 THEN A,;

IF 2/ =(n—1) THEN A, _;
IF 2/ =n THEN 2/ :=0;
END
rj=xptepa =2+ 1 P=z=x,%+¢q
A=< =k P, = GOTO ¢,
o =2+ 1L;IF x; =c THEN 2/ := k P, =1F z; = ¢ THEN GOTO ¢4
Das entstandene Programm benotigt sogar nur eine WHILE-Schleife.
Betrachte ein WHILE-Programm: P;; WHILE 2z’ #£ 0 DO P, END; Ps.
0 P
ly: IF 2/ =0 THEN GOTO ¢;;
0y Py,
643 GOTO 62;
li: Py
662 HALT



