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ﬁbungen zu Theoretische Informatik
Prasenziibung

Diese Prasenzibung soll dazu dienen, ein paar Grundlagen fir die Vorlesung zu wiederholen,
und Sie auf die Vorlesung und den Ubungsbetrieb dieses Semester vorzubereiten.

Die Aufgaben auf diesem Ubungsblatt sollen in den Tutoraten der ersten und zweiten Vor-
lesungswoche, d.h. am 18./19. und 25./26. April 2023, bearbeitet und besprochen werden.

Beginnend in der ersten Vorlesungswoche werden wir zudem wéchentliche Ubungsblitter ver-
offentlichen, die Sie zu Hause bearbeiten und tiber ILIAS abgeben sollen. Beachten Sie, dass die
Bearbeitung der Ubungsbldtter verpflichtend fir das Bestehen der Studienleistung ist.

Weitere Informationen zum Ubungsbetrieb finden Sie auf der Website der Vorlesung unter
https: //swt. informatik. uni-fretburg. de/ teaching/SS2023/ infos3.

Aufgabe 1: Induktionsbeweise

Induktionsbeweise sind eine zentrale Beweistechnik im Rahmen unserer Vorlesung sowie dariuber
hinaus. Ein Grundverstindnis dieser Beweistechnik ist daher besonders wichtig.

Beweisen Sie durch Induktion die folgenden Aussagen.

(a) Vn,m e N. Y " 'm=m(n+1)
(b) YneN.n*>n

(c) Fiir jede endliche Menge M gilt, dass |P(M)| = 2MI.
Wenden Sie hier eine Induktion iiber die Kardinalitét |M| der Menge M an.

Hinweis: Im Rahmen unserer Vorlesung zéhlen wir 0 zu den natiirliche Zahlen (0 € N).
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Diese Aufgabe soll mdgliche Fehlerquellen bei unsauberen Induktionsbeweisen veranschaulichen.
Im Folgenden geben wir einen Induktionsbeweis, dass alle Pferde dieselbe Farbe haben.
Wo liegt der Fehler in diesem Beweis?

Beweis. Wir beweisen zuerst eine stirkere Aussage:

(%) Fiir jede Zahl n > 1, und fiir jede Gruppe G von n Pferden gilt,
dass alle Pferde in der Gruppe G dieselbe Farbe haben.

Dies ist in der Tat eine starkere Aussage: Da fiir jede beliebig grofie Gruppe von Pferden
gilt, dass alle Pferde in der Gruppe dieselbe Farbe haben, gilt dies insbesondere auch fur
die Gruppe aller Pferde.


https://swt.informatik.uni-freiburg.de/teaching/SS2023/info3

Wir beweisen die Aussage (x) durch Induktion tiber n:
Induktionsanfang n = 1: Offensichtlich gilt die Aussage fir jede Gruppe G von Gréfe 1.

Induktionshypothese: Wir nehmen an, dass fiir jede Gruppe G von n Pferden gilt,
dass alle Pferde in G dieselbe Farbe haben.

Induktionsschritt n ~» n+ 1: Sei G eine Gruppe von n + 1 Pferden, und seien pq, po
zwei (verschiedene) Pferde in G. Nehmen wir p; aus der Gruppe G heraus, haben
wir eine Gruppe von n Pferden, welche nach Induktionshypothese alle dieselbe Farbe
haben. Fugen wir py der Gruppe wieder hinzu und nehmen dafir ps aus der Gruppe,
konnen wir erneut die Induktionshypothese anwenden. Damit folgt, dass py und py
dieselbe Farbe haben wie alle anderen Pferde in G. |
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Diese Aufgabe soll mdégliche Fehlerquellen bei unsauberen Induktionsbeweisen veranschaulichen.
Im Folgenden beweisen wir, dass es eine natiirliche Zahl gibt, die grofler als alle anderen
natiirlichen Zahlen ist. Wo liegt der Fehler in diesem Beweis?

Bewets. Ahnlich zur vorigen Aufgabe beweisen wir zuerst eine starkere Aussage:

(x) Fiir jede Zahl n € N, und jede Menge M von n natiirlichen Zahlen,
gibt es eine Zahl z € N, so dass x > m fiir alle m € M.

Wir beweisen () durch Induktion:

Induktionsanfang n = 0: Sei M eine beliebige Menge mit |M| = 0. Dann muss M die
leere Menge sein. Wir wahlen ein beliebiges v € N, 2.B. ©x = 17, und die zu zeigende
Aussage gilt.

Induktionshypothese: Wir nehmen an, dass fir jede Menge M wvon n naturlichen
Zahlen eine Zahl v € N existiert, so dass x > m fur alle m € M.

Induktionsschritt n ~» n 4+ 1: Sei M eine beliebige Menge von n+1 natirlichen Zahlen,
und sei mqo eine der Zahlen in M. Dann enthalt die Mengendifferenz M \ {mq}
gerade n natirliche Zahlen. Also existiert nach Induktionshypothese eine natirliche
Zahl x, so dass x > m fir alle m € M \ {mgy}. Wir wihlen nun die Zahl 2’ :=
max(z, mg)+1. Dann gilt, dass ' > my, und fir allem € M\{my} gilt ' >z > m.
Also haben wir insgesamt, dass x' > m fiir alle m € M. [ ]



Definition: FEine Relation R uber einer Menge M ist eine Menge von Paaren von
Elementen aus M, d.h. R C M x M. R ist eine Aquivalenzrelation, falls die folgenden
3 Figenschaften erfillt sind:

Reflexivitat: Fir alle x € M gilt, dass (z,x) € R.
Symmetrie: Fir alle Paare (z,y) € R gilt, dass auch (y,x) € R.

Transitivitat: Fir alle Paare (z,y) € R und (y, 2) € R gilt, dass auch (x,z) € R.

Definition: Fir eine Aquivalenzrelation R und ein Element x € M bezeichnet [z]p
die Aquivalenzklasse von x:

[z]r ={y e M| (z,y) € R}

Aufgabe 4: Beispiele fiir Aquivalenzrelationen
In dieser Aufgabe sollen Sie eine Intuition fiir Aquivalenzrelationen entwickeln.

(a) Definieren Sie drei verschiedene Aquivalengrelationen iiber den natiirlichen Zahlen.
Geben Sie fiir jede Relation an, wie viele Aquivalenzklassen es gibt.

(b) Sei Rg die folgende Relation iiber Paare natiirlicher Zahlen (n,m), wo m # 0:
Rq = { ({n1,m1), (n2,mz)) € (N x (N\{0}))* | n1 - ma =ny-ma }
Beweisen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist.

(¢) Was sind die Aquivalenzklassen von Ro? Finden Sie einen Zusammenhang zu einem
Ihnen bereits bekannten mathematischen Konzept.

Aufgabe 5: Abschlusseigenschaften von Aquivalenzrelationen

Diese Aufgabe dient dazu, Beweise tiber ein paar einfache gegebene Definitionen zu tiben.
Gegeben sei eine Menge M und zwei Relationen Ry, Ry iiber M. Zeigen oder widerlegen
Sie die folgenden Aussagen.

(a) Falls R, eine Aquivalenzrelation ist, und Ry C Ry, dann ist auch Ry eine Aquivalenz-
relation.

(b) Falls Ry und R, Aquivalenzrelationen sind, dann ist auch der Schnitt R; N Ry eine
Aquivalenzrelation.

(c) Falls Ry und Ry Aquivalenzrelationen sind, dann ist auch die Vereinigung R; U Ry
eine Aquivalenzrelation.

(d) Falls Ry eine Aquivalenzrelqtion ist, und N C M, dann ist auch die Restriktion
Ri|y := Ry N (N x N) eine Aquivalenzrelation.

(e) Falls “Rl und Ry Aquivalenzrelationen sind, dann ist auch die Komposition R; o Ry
eine Aquivalenzrelation.



Aufgabe 6: Aquivalenzrelationen und Funktionen
Diese Aufgabe soll einen wichtigen Zusammenhang zwischen Aquivalenzrelationen und Funktio-
nen aufzeigen.

(a) Gegeben seien zwei Mengen M und N, und eine Funktion f : M — N. Die Relation
Ry € M x M sei folgendermafien definiert:

Vo,ye M. (z,y) € Ry <= [f(x) = f(y)
Beweisen Sie, dass Ry eine Aquivalenzrelation ist.

(b) Gegeben sei eine Menge M, und eine Aquivalenzrelation R auf M. Geben Sie eine
Menge N und eine Funktion fz: M — N, so dass gilt:

Vl‘,y eEM. ($,y) €ER <~ fR('I) = fR(y)
Beweisen Sie, dass ihre Funktion diesen Zusammenhang erfiillt.

(c) Geben Sie fiir jede der Aquivalenzrelationen R aus Aufgabe |4 eine Funktion f an,
so dass R genau gleich der durch f induzierten Relation R ist.

Nutzen Sie hier nicht die allgemeine Losung aus der Teilaufgabe (), sondern speziell
auf die Relationen zugeschnittene Funktionen.

Definition: Fine Partition P einer Menge M ist eine Menge von Teilmengen von
M, d.h. P CP(M), so dass gilt:

e Die Mengen in P sind paarweise disjunkt, d.h. fir alle Mengen X1, X, € P
(wobei X, # X5) gilt X1 N Xy = 0.

o Die Vereinigung aller Mengen in P ergibt wieder M: Jy.p X = M.

Aufgabe T: Aquivalenzrelationen und Partitionen
Diese Aufgabe soll einen wichtigen Zusammenhang zwischen Aquivalenzrelationen und Parti-
tionen aufzeigen.

(a) Gegeben sei eine Menge M und eine Aquivalenzrelation R iiber M. Zeigen Sie, dass
Pr ={[z|r | * € M} eine Partition von M ist.

(b) Gegeben sei eine Menge M und eine Partition P der Menge M. Definieren Sie eine
Aquivalenzrelation Rp basierend auf der Partition P, und beweisen Sie, dass es sich
tatsdchlich um eine Aquivalenzrelation handelt.



