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Die Klausur besteht aus diesem Deckblatt und sieben Blattern mit je einer Aufgabe.
Falls Sie eine Aufgabe nicht auf dem entsprechenden Blatt bearbeiten, machen Sie das
bitte deutlich kenntlich. Auf Anfrage erhalten Sie zusétzliches Papier. Tragen Sie auf
jedem Blatt bitte Ihren Namen und Ihre Matrikelnummer ein.

Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Zur Bearbeitung haben Sie 90 Minuten Zeit.
Insgesamt konnen 105 Punkte erzielt werden. 15 davon sind als Bonuspunkte gedacht.
Zum Bestehen der Klausur wiren 45 Punkte hinreichend. (Die echte Klausur wird
120 Minuten dauern und 120 erreichbare Punkte haben, Bonuspunkte sind dort nicht
vorgesehen. )

Nicht lesbare Losungen /Losungsversuche werden nicht gewertet. Falls Sie eine Aufgabe
mehrmals bearbeiten, machen Sie bitte kenntlich, welche Losung bewertet werden soll.

Aufgabe | Erreichte Punkte

1. Endliche Automaten von 14

2. Kontextfreie Sprachen von 16

3. Kontextfreie Grammatiken von 13

4. Entscheidbarkeit von 18

5. Polynomielle Reduktion von 18

6. Verschiedene Themengebiete von 16

7. Postsches Korrespondenzproblem von 10
Summe von 105
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1. Aufgabe (Endliche Automaten)
Gegeben sei der folgende e-NEA A iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}:

(a) Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der die Sprache von A beschreibt.

(b) Geben Sie zu A einen dquivalenten NEA B an.

(¢) Geben Sie zu B einen dquivalenten DEA an.
................................... Losungsskizze ...

(a) a=a+ ((a+e)b*a) = a+ab*a+b*a

(b)
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2. Aufgabe (Kontextfreie Sprachen)
Beweisen Sie, dass die Sprache
L={atvc" € {a,b,c}" |jeNkeNmEN, j<k<m}

iiber dem Alphabet 3 = {a, b, ¢} nicht kontextfrei ist.
................................... Losungsskizze ....... ... i
Annahme: L ist kontextfrei. Dann gibt es nach dem Pumping Lemma ein n € N, sodass fiir alle
Worter z langer als n gilt: Es gibt eine Zerlegung z = uvwzy mit [vwzx| < n, |vz| > 0 und fir
alle i € Nist 2/ = w'wz'y € L.

Sei n die Linge aus dem Pumping Lemma. Wihle z = a™b"*1¢"+2 und sei k := |uvw| < n. Wir
betrachten zwei Fille.

(a) vwz enthélt kein c. Es gibt zwei (fast symmetrische) Unterfille.
(i) vwx enthilt kein a. Dann enthélt es mindestens ein b. Wahle ¢ = 2. Dann steigt die
Anzahl der b um mindestens eins und wir haben mindestens so viele b wie c.
(i) vwz enthdlt ein a. Wahle i = 3. Dann steigt die Anzahl der a um mindestens zwei

und wir haben mindestens so viele a wie c.

(b) vwz enthilt ein c. Dann enthilt es aber kein a, da jvwz| < n < n+1 = [b"+1|. Der Fall
geht fast analog zu oben. Wihle jeweils ¢ = 0.

(i) vwz enthilt kein b. Dann sinkt die Anzahl der ¢ um mindestens eins und wir haben
mindestens so viele b wie c.
(i) vwz enthalt ein b. Dann sinkt die Anzahl der b um mindestens eins und wir haben

mindestens so viele a wie b.

Somit gibt es also keine Zerlegung. Widerspruch zur Annahme.
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3. Aufgabe (Kontextfreie Grammatiken)
Gegeben sei die kontextfreie Sprache
L={a"b"|neN,meN,n#m}.

Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G an, die die Sprache L erzeugt oder konstru-
ieren Sie einen Kellerautomaten X, der L mit Endzustand akzeptiert. Geben Sie jede
Komponente des Tupels G = (N, T, P, S) bzw. K = (£,Q, ', —, qo, Zo, F) explizit an.
Einzige Ausnahme ist die Transitionsrelation des Kellerautomaten, diese diirfen Sie
auch durch ein Zustandsiibergangsdiagramm beschreiben.

................................... Losungsskizze ...
kontextfreie Grammatik G = (N, T, P,S) mit N = {S,A,B},T = {a, b} und

P={S—aA|Bb
A—aA|aAb|e
B — Bb|aBble}

Kellerautomat I = (Z, Q,F, —, qo, 2o, F) mit ¥ = {a,, b}, Q = {qO, q1,92,q3, Q4}, I = {Zo,A},

F ={q1,¢3,q4} und é:
Zy,a,AZ,
L o) @ (A, a, AA)

(Zo, b, Z()) (A, b, 6)
(A,e, A)
(o, Zo) @ (Zo,b, Zo) \% @
(A, b,e)

Invarianten zum besseren Verstandnis:
qo: € gelesen
q: #a > Fo
q2: #a = #o
q3: #a <#
qa: F#a > #o
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4. Aufgabe (Entscheidbarkeit)
Gegeben sei die folgende Sprache iiber dem Alphabet ¥ = {1, 0}.

L = {bw,;00u € X" | u beginnt mit dem Zeichen 1

und 7 ist eine Turingmaschine, die auf v hélt.}

(a) Ist L entscheidbar?

(b) Ist L rekursiv aufzahlbar?

Beweisen Sie Thre Behauptungen.

(a) Nein. Wir reduzieren das unentscheidbare Problem Hj auf L, Hy < L mittels f : ¥ — ¥.
Idee: Zu gegebener Turingmaschine 7 konstruieren wir 7/ = 74¢/7, also die Turingmaschine,
die zunachst die Eingabe 16scht und danach so arbeitet wie 7.

bw;001 w ist von der Form bw. fiir ein 7
flw) =
€ sonst

f ist total und berechenbar. Offensichtlich ist ,1" ein Wort, das mit 1 beginnt. Es gilt:

w € Hy < w = bw, und 7 hidlt auf dem leeren Band
& f(w) = bw,~001 und 7’ hilt angesetzt auf 1
< fw) e L

(b) Ja. Wir reduzieren L auf das rekursiv aufzéhlbare Problem H, L < H mittels f : ¥ — X.
Idee: Wenn das Wort u mit 1 beginnt, fiihren wir ganz normal 7 aus. Anderenfalls iibersetzt
f in eine Zeichenkette, die keine potentielle Eingabe fiir H ist, z.B. ¢.

Fw) w w ist von der Form bw,00u fiir ein 7 und u beginnt mit 1
w) =
€ sonst

f ist total und berechenbar. Es gilt:

u

~~~ .
w € L < w=>bw;00 1lv und 7 hilt angesetzt auf u = 1v

~~
< f(w) =w =bw,;00 1lv und 7 hilt angesetzt auf u = 1v
< f(w)e H

o L
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5. Aufgabe (Polynomielle Reduktion)

Das Problem HSET (Hitting-Set) ist wie folgt definiert:

Gegeben: Eine Menge M und eine Menge von Teilmengen S (d.h. S
{S1,...,S}, S; € M fiir i = 1,...,n) sowie eine natiirliche Zahl k < n.

Frage: Gibt es eine Teilmenge T" C M, sodass |T| < k und T N S; # 0 fiir
i=1,...n? (Mit anderen Worten: Gibt es eine hichstens k-elementige Teilmenge
T, die mit jedem S; mindestens ein gemeinsames Element hat?)

Das NP-vollstédndige Problem KNUB (Knoteniiberdeckung, bzw. VertexCover) ist wie
folgt definiert.

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k.

Frage: Besitzt G eine ,iiberdeckende Knotenmenge* der Grofie hochstens k7 (Eine
iiberdeckende Knotenmenge ist eine Teilmenge V' C V| sodass fiir alle Kanten

(u,v) € E gilt: w € V' oder v € V'.)

(a) Begriinden Sie, warum HSET in NP liegt.

(b) Beweisen Sie, dass HSET NP-vollsténdig ist. Sie diirfen dabei verwenden, dass
KNUB NP-vollstindig ist.

Es geniigt, wenn Sie Ihre Laufzeitabschatzung grob begriinden. Sie miissen weder

Pseudocode noch Turingmaschinen explizit angeben.
Losungsskizze ...... ..o

Siehe Ubungsblatt 14.
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6. Aufgabe (Verschiedene Themengebiete)

Einige der folgenden Behauptungen sind falsch. Geben Sie fiir jede falsche Behauptung
ein Gegenbeispiel an. Richtige Behauptungen und die Gegenbeispiele miissen nicht
weiter kommentiert werden.

(a) Gilt fiir eine Sprache L die ,rechte Seite“ des Pumping Lemma (fiir regulire
Sprachen),

IneN VzeLmitl|z| >n Ju,v,we X* sodass
z=wuvw und v # € und |uww| < nund Vi € N: w'w € L

so ist L regular.

(b) Es gibt keine reguldre (bzw. rechtslineare) Grammatik, welche die Sprache des
folgenden DEA {iber dem Alphabet 3 = {a, b} erzeugt.

b
() a

a

(c) Zu jeder kontextfreien Grammatik gibt es eine kontextsensitive Grammatik, die
die gleiche Sprache erzeugt.

(d) Der Schnitt zweier unentscheidbarer Sprachen ist immer unentscheidbar.
(e) Jede reguldre Sprache ist in der Komplexitétsklasse P.

(f) Es gibt eine Bijektion zwischen P und NP.

................................... Losungsskizze ......... ... i
(a) nein: Bsp.: Ubungsblatt 6 Aufgabe 3: L = {a’b/c* | i = 0 oder k < j, fiir i, j, k € N}

(b) nein: Bsp.: G = (N, T,P,S),N ={S, A}, T = {a, b},
P={S—bS|aA|e,A—bA|aS}

(c) ja: Jede kontextfreie Grammatik ist per Definition auch kontextsensitiv.

(d) nein: Bsp.: L1 = H, Ly = H. H ist unentscheidbar, also auch das Komplement.
Ly N Ly = (). Die leere Menge ist entscheidbar.

(e) ja: Das Wortproblem fiir regulare Sprachen ist linear durch einen DEA I6sbar.

(f) ja: P und NP sind Teilmengen aller Turing-berechenbaren Funktionen 7. Diese Menge
wiederum ist abzdhlbar. P und NP sind offensichtlich unendlich. Damit sind sie beide
abz&dhlbar unendlich und somit existiert nach Definition eine Bijektion.
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7. Aufgabe (Postsches Korrespondenzproblem (Bonusaufgabe))

Geben Sie fiir jedes der folgenden Postschen Korrespondezprobleme entweder eine
Losung an oder zeigen Sie, dass keine Losung existiert:

(a) ((ba,bba),(ab,aba),(aab,a))
(b) ((aaba,aa), (abba,baab), (abab,baaa))

(b) keine Losung: Mit Index 2 und 3 kann nicht gestartet werden, daher miisste mit 1 gestartet
werden. Dann ist aber das zweite Wort kiirzer als das erste und kann nie mehr langer
werden, da es keine Regeln dafiir gibt.

!!



