1 Varianten von Turingmaschinen

Es gibt weitere Definitionen fiir Turingmaschinen. Diese haben sich aber alle
als dquivalent herausgestellt. Ein wiederkehrendes Element der Vorlesung:
Aquivalenz von Formalismen zeigen (z.B. durch konstruktive Beweise).
Bsp.: DEA = NEA = e-NEA = Regkx = RLIN, PDA = CFG, 2-PDA = QA
= TM = CHO-G

(a) TMsmit k£ Béandern: Ein- und Ausgabe auf Band 1, k Lese-/Schreibképfe,
ein paralleler Schritt fiir alle Kopfe

Simulation:

e Schreibe alle Bandinhalte durch Trennsymbole getrennt hinterein-
ander

e Markiere Kopfpositionen durch neue Symbole

e laufe von links nach rechts und sammle die Symbole ein (nur end-
lich viele Kombinationen maglich)

e laufe iiber das Band und fithre nacheinander alle Anderungen

durch (endlich viele)

Sollte mal ein Band ,,voll werden“, so unterbrich die aktuelle Arbeit,
verschiebe alle Symbole um ein Feld, und fahre dann fort. Am Ende
muss man das Band entsprechend leeren.

(b) TMs mit k Kopfen
(¢) TMs mit zweidimensionalem Band

(d) TMs mit einseitig unendlichem Band

1.1 TMs mit Endzustinden

nicht dquivalent, da nur Sprachakzeptor (also keine allgemeine Ausgabe mehr)
Def. 1.12

(1) Eine Konfiguration K = uqu von 7 heifit akzeptierend, falls ¢ € F ist.

(2) Sei v € ¥*. Die TM 7 akzeptiert v, falls es eine akzeptierende Endkon-
figuration K mit a(v) F: K gibt.

(3) Die von 7 akzeptierte Sprache ist

L(7) = {v € ¥* | 7 akzeptiert v}.
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Eine Sprache L C ¥* heifit Turing-akzeptierbar, falls es eine TM 7 mit
Endzustidnden gibt, fiir die L = L(7) gilt.

(4) Mit T bezeichnen wir in diesem Zusammenhang die von Turingmaschi-
nen akzeptierten Sprachen.

Satz 1.13 Sei LC ¥ und L =Y*\ L.
L und L sind Turing-akzeptierbar < L ist Turing-entscheidbar.

Bew.: ,<=“: Sei L durch 7 entscheidbar. Durch Hinzufiigen von Endzustands-
iibergéingen erhilt man akzeptierende TM fiir L und L.

.= L werde durch 7, und L durch 7, akzeptiert. Konstruiere nun 7 mit 2
Béandern so, dass ein Schritt von 7 auf Band 1 und gleichzeitig ein Schritt
von Ty auf Band 2 ausgefithrt wird. Akzeptiert 7, das vorgegebene Wort, so
gibt 7 den Wert 1 aus. Sonst akzeptiert 7 das vorgegebene Wort, und 7 gibt
den Wert 0 aus. Somit entscheidet 7 die Sprache L.

Bem.: Wenn nur L Turing-akzeptierbar ist, so folgt noch nicht, dass L auch
Turing-entscheidbar ist. Die akzeptierende TM koénnte namlich fiir Worter
aus L nicht anhalten.

1.2 Nichtdeterministische TMs

Nur sinnvoll fiir Sprachakzeptanz; spiter und im néchsten Kapitel werden
wir den Nichtdeterminismus als Hilfsmittel zum Raten verwenden.

Idee: In jedem Schritt gibt es nur endlich viele Méglichkeiten. Laufe in Brei-
tensuche durch den Suchbaum und zdhle alle Moglichkeiten auf. Simuliere
dann nacheinander alle Moglichkeiten systematisch.

Sei r der hochste Grad an Nichtdeterminismus. Wir konstruieren eine TM
mit 3 Béandern, die auf Band 1 das Eingabewort v unverdndert speichert.
Auf Band 2 werden alle Worter iiber ¥ = {1,...,r} der Liange nach und
bei gleicher Lange in lexikografischer Reihenfolge erzeugt, d.h. ¢, 1, 2, ...,
r, (1,1), (1,2), (1,r), (2,1), ..., (r,7), ... . Auf Band 3 wird jeweils die
Simulation der aktuellen Auswahl durchgefiihrt.

Wenn es eine giiltige Konfigurationenfolge gibt, die in einem Endzustand hélt,
wird das Wort irgendwann akzeptiert. Wenn nicht, gibt es zwei Moglichkeiten:

e Der Suchbaum ist endlich, d.h. jede mogliche Reihenfolge fiihrt irgend-
wann zur Terminierung. Dann terminiert der Algorithmus.

e Es gibt nicht-terminierende Laufe. Dann terminiert der Algorithmus
nicht, sondern zéhlt immer lédngere Reihenfolgen auf.



Bem.: Es werden u.U. Reihenfolgen aufgezéihlt, die nicht durchfithrbar sind.
Das kann aber erkannt werden; in diesem Fall wird die Simulation einfach
iibersprungen. Der Suchaufwand ist exponentiell (Suchbaum mit Breite r).

2 Grammatiken

Def. 2.1 C HO-Grammatik in Kurzform:
Fiir Regeln u — v in P gilt: u = uy Aus fir wyus € (TUN)*, A€ N

Def. 2.2 Eine Sprache L C T™ heif3t Chomsky-0-Sprache, wenn es eine C'HO0-
Grammatik G mit L(G) = L gibt.

Satz 2.3 Jede Turing-akzeptierbare Sprache L C T* ist eine Chomsky-0-
Sprache (7 C CHO).

Beweis: Gegeben TM 7 mit 0.B.d.A. F = {¢.} und in jeder Endkonfigu-
ration ist der Lesekopf auf dem ersten Zeichen des Bandes. Wir konstruie-
ren eine Grammatik G in vier Schritten: (1) G; = (Ny,7, P, S): Doppel-
Anfangskonfiguration erzeugen: Fiir alle w € T* gilt S H* w#a(w)$

Wihle Ny = {S,#,$,q,U, A, B} U{C, | a € T} und P; wie folgt:

P = { S— #qU$} Start
U{ S —aA#C,3|aecT}  setze erstes Symbol
U{ C.b— bC, | a,b € T} bewege C, nach rechts
uU{ C,% — Ba$ |laeT}  ersetze C, ganz rechts
u{ bB — Bb |be T}  bewege B nach links
U {A#B — #qo} terminiere

U{A#B — aA#C, |a €T}  fiige ein neues Symbol ein

(2) Gy = (No, T, P, S): Transitionsrelation b, simulieren: Ny = {S,#,$} U
Q UT, sodass fiir alle w € T, v € I'* gilt:

a(w) Figv = wHa(w) g, wH#Haeus.



Wir benutzen die Ubergangsfunktion ¢:
P,= {qa— qd l9,¢' € Q und a,a’ € T und §(q,a) = (¢, d’, S) }
U {qab — d'q'b lg,¢ € Q und a,a’;b € T und 6(¢q,a) = (¢',d’,R) }

U{ ¢$ — dqdU% |¢,¢d € Qund a,a’ €T nd d(q,a) = (¢,d, R) }

TM steht vor rechtem Rand

U {bga — ¢'ba’ lg,¢ € Q und a,a’,b € T und 6(q,a) = (¢',d’, L) }

U{ #qa — #qUd'|q,¢ € Qund a,a’ € T und 6(q,a) = (¢,d/, L) '}
~—
TM steht vor linkem Rand

(3) Gz = (N3, T, P3,S): Endkonfiguration 16schen: N3 = {S,#,$, ¢., U, D},
sodass fiir alle w € T*, v € I'* gilt:

WHqUS g, w.
Wiéhle P; wie folgt:

P3:{ #Qe_>Da
Da— D firallea el
D$ —¢ }

(4) Abschluss: Definiere G = (N, T, P, S) wie folgt:

N =N, UN,U N,
P =P URUP; (disjunkte Vereinigung).

Dann gilt fiir alle w € T*,v € T'*:

a(w) F g <= SFL wH#Ha(w)$ (Regeln P)
& w#q.v$  (Regeln P)
Fe& w (Regeln P;)

Fiir ,<=* beachte man, dass auf ein vorgegebenes Wort iiber N UT héchstens
aus einer der drei Regelmengen P;, P, oder P; eine Regel angewandt werden
kann.

Insgesamt erhalten wir L(G) = L. O

Korollar 2.4 Sei die Funktion f : T™ PO s Turing-berechenbar. Dann ist

der Graph von f, d.h. die Menge



L={w#f(w)|weT" und f(w) ist definiert},
eine C'HO-Sprache.

Bew.: Wenn f von einer TM 7 berechnet wird, so gibt es eine 2-Band TM
7/, die L akzeptiert. Die TM 7/ arbeitet wie folgt:

(1) 7’ belédsst ein vorgegebenes Eingabewort der Form w#wv unverindert
auf dem 1. Band.

(2) 7’ kopiert den Anteil w auf das anfangs leere 2. Band und simuliert
dann 7 auf diesem Band.

(3) Falls 7 hilt, wird das Ergebnis f(w) der Endkonfiguration mit dem
Anteil v des 1. Bandes verglichen. Falls f(w) = v gilt, akzeptiert 7’ die
Eingabe w#v auf dem 1. Band. Anderenfalls akzeptiert 7" die Eingabe
w#v auf dem 1. Band nicht.

Damit ist L Turing-akzeptierbar, also nach Satz 2.3 eine C'HO-Sprache. [
Satz 2.5 Jede C HO-Sprache L C T* ist Turing-akzeptierbar (CHO C T).

Bew.: L werde von einer C'H0-Grammatik G erzeugt, also L(G) = L.
Wir konstruieren eine nichtdeterministische TM 7 mit 2 Bandern, die L ak-
zeptiert. Die TM 7 arbeitet wie folgt:

(1) 7 beldsst ein vorgegebenes Eingabewort w € T* unveréndert auf dem
1. Band.

(2) Auf dem anfangs leeren 2. Band erzeugt 7 schrittweise Worter iiber
N UT gemafl den Regeln aus P, beginnend mit dem Startwort S.
In jedem Schritt wahlt 7 nichtdeterministisch ein Teilwort u aus dem
zuletzt erzeugten Wort und eine Regel u — v aus P und ersetzt dann
u durch v. Entsteht in irgendeinem Schritt das Eingabewort w, so wird
w akzeptiert.

Damit gilt: 7 akzeptiert L. 0



