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Gliederung

▪ Bäume

▪ Baumsprachen

▪ Baumautomaten



Bäume

Was sind Bäume?

▪ Datenstrukturen

▪ Können verschiedene Dinge 
darstellen

▪ Verzeichnisse

▪ Terme

▪ Usw.
Dabei sind       die Knoten oder innere Knoten

und die Übergänge die Kanten. 

Knoten die keine ausgehenden Kanten haben, 

nennt man Blätter.



Beispiele

Der Term 𝑥 ⋅ 𝜋 + 𝑧 als BaumXML-Dokument



Definition Rangalphabet
Ein Rangalphabet ist eine nichtleere endliche Menge Σ von Symbolen.

Σ𝑖 ≔ {𝑎 ∣ 𝑎 ∈ Σ}
Σ = Σ0 ∪⋯∪ Σ𝑛

Dabei müssen Σ𝑖 nicht disjunkt sein.



Rangalphabet

Das Rangalphabet des Terms 𝑥 ⋅ 𝜋 + 𝑧 besteht aus Σ = { ,+, ⋅ , 𝑥, 𝜋, 𝑧} mit

▪ Σ2 = +, ⋅

▪ Σ1 =

▪ Σ0 = 𝑥, 𝜋, 𝑧



Definition Baumsprache
Sei Σ0 ∪⋯∪ Σ𝑛 ein Rangalphabet. Die Menge 𝑇Σ von Bäumen über Σ ist induktiv 
definiert durch:

• Jedes Symbol 𝑎 ∈ Σ0 ist ein Baum 𝑎 ∈ 𝑇Σ
• Für 𝑓 ∈ Σ𝑘 und 𝑡1…𝑡𝑘 ∈ 𝑇Σ, ist 𝑓(𝑡1…𝑡𝑘) ein Baum aus 𝑇Σ, der wie folgt 

dargestellt wird:

𝑓

𝑡1 𝑡2 … 𝑡𝑘−1 𝑡𝑘

Eine Menge 𝑇 ⊆ 𝑇Σ nennt man Baumsprache



Baumautomaten
Es gibt die

▪ deterministischen Baumautomaten (DTA) und

▪ nichtdeterministischen Baumautomaten (NTA)

Diese Automaten lesen einen Baum von den Blättern aus zur Wurzel hingehend. 
Außerdem sind sie gleichmächtig.

Im Vergleich dazu, gibt es noch die sogenannten

▪ deterministischen top-down Automaten (↓DTA) und 

▪ nichtdeterministischen top-down Baumautomaten (↓NTA),

die einen Baum von der Wurzel aus zu den Blättern hingehend lesen. Während ein 
↓NTA gleichmächtig zu einem DTA ist, ist ein ↓DTA schwächer als ein ↓NTA.



Definition DTA
Ein deterministischer Baumautomat ist ein Tupel 𝒜 = (𝑄, Σ, 𝛿, 𝐹) mit
• 𝑄 eine endliche Menge von Zuständen,
• Σ ein Rangalphabet,
• 𝐹 ⊆ 𝑄 eine endliche Menge von akzeptierenden Zuständen,
• 𝛿:ڂ𝑖≥0(𝑄

𝑖 × Σ𝑖) → 𝑄 eine Übergangsfunktion.

Dabei ist 𝑄0 × Σ0 ≔ Σ0.
Die erweiterte Übergansfunktion 𝛿∗: 𝑇Σ → 𝑄 ist induktiv definiert:

𝛿∗ 𝑎 ≔ 𝛿 𝑎
𝛿∗ 𝑓 𝑡1…𝑡𝑖 ≔ 𝛿(𝛿∗ 𝑡1 , … , 𝛿∗ 𝑡𝑖 , 𝑓)

Ein DTA 𝒜 akzeptiert einen Baum 𝑡 ∈ 𝑇Σ, wenn 𝛿∗ 𝑡 ∈ 𝐹.
Die Baumsprache die von 𝒜 erkannt wird, heißt 𝑇 𝒜 = {𝑡 ∈ 𝑇Σ ∣ 𝒜 akzeptiert t}

𝑎 ∈ Σ0
𝑓 ∈ Σ𝑖 und 𝑡1, … , 𝑡𝑖 ∈ TΣ

𝑇 nennt man regulär, falls es einen DTA 𝒜 gibt, mit 𝑇 = 𝑇(𝐴)



Beispiel DTA

Wir definieren uns den Baumautomaten, der alle wahren Ausdrücke über             
Σ = {∧,∨,¬, 0,1} akzeptiert. Sei 𝑄 = {𝑞0, 𝑞1} und 𝐹 = 𝑞1 . 

𝛿 ist wie folgt definiert:
𝛿 0 = 𝑞0
𝛿 1 = 𝑞1

𝛿 𝑞𝑖 , ¬ = 𝑞|𝑖−1|
𝛿 𝑞𝑖 , 𝑞𝑗 ,∧ = 𝑞min(𝑖,𝑗)

𝛿 𝑞𝑖 , 𝑞𝑗 ,∨ = 𝑞max(𝑖,𝑗)



Lauf durch einen Baum

Positivbeispiel: Negativbeispiel:



Definition ↓NTA 
Ein nichtdeterministischer top-down Baumautomat ist ein Tupel 𝒜 = (𝑄, Σ, 𝑄0, Δ) mit
• 𝑄 eine endliche Menge von Zuständen,
• Σ ein Rangalphabet,
• 𝑄0 ⊆ 𝑄 eine Menge der Startzustände,
• Δ ⊆ ڂ 𝑖=0

𝑚 (𝑄 × Σ𝑖 × 𝑄𝑖) eine Übergangsrelation.

(dabei stellen die Paare in Δ ∩ (𝑄 × Σ0) die finalen Kombinationen dar)

𝒜 akzeptiert 𝑡 nur, falls es einen vollständigen Lauft durch 𝑡 gibt.



Beispiel ↓NTA

▪ Sei 𝑇 die Sprache:

f                       f

a        b     ,     b         a

▪ Der folgende ↓NTA erkennt 𝑇:

𝑄 ≔ 𝑞0, 𝑞𝑎, 𝑞𝑏
𝑄0 ≔ 𝑞0
Δ ≔ 𝑞0, 𝑓, 𝑞𝑎, 𝑞𝑏 , 𝑞0, 𝑓, 𝑞𝑏, 𝑞𝑎 , 𝑞𝑎, 𝑎 , 𝑞𝑏, 𝑏

Finalen Kombinationen: { 𝑞𝑎, 𝑎 , 𝑞𝑏, 𝑏 }



Beweis ↓NTA > ↓DTA 

▪ ↓DTA ist ein spezieller ↓NTA

▪ Besitzt nur einen Startzustand {𝑞0}

▪ Besitzt nur Übergangsfunktionen:

▪ 𝛿0…𝛿𝑛 mit 𝛿𝑖: 𝑄 × Σ𝑖 → 𝑄𝑖 anstatt Δ

▪ Sei 𝑇 wieder:

f                       f

a        b     ,     b         a
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