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Gliederung

• Kellerautomaten

• Visibly Pushdown Automata (VPA)

• Visibly Pushdown Language (VPL)

• Abschlusseigenschaften
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Kellerautomaten

• 𝑀 = (𝑄, Σ, Γ, δ, 𝑞0, ⊥, 𝑄𝐹) mit:
• 𝑄 – eine endliche Menge an Zuständen

• Σ – ein endliches Eingabealphabet

• Γ – endliches Kelleralphabet

• 𝛿 – eine Zustandsübergangsfunktion

• 𝑞0 ∈ 𝑄 – der Startzustand

• ⊥∈ Γ – Anfangssymbol im Keller

• 𝑄𝐹 ⊆ 𝑄 – eine endliche Menge an Endzuständen
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Kellerautomaten - Beispiel
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𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ∈ ℕ0}

• Erkennen von Klammerausdrücken

kontextfreie Sprachen (CFL)



Visibly Pushdown Automata (VPA) - Definition

•𝑀 = (𝑄, ෩Σ, Γ, 𝛿, 𝑞0, ⊥, 𝑄𝐹) mit  ෨Σ =(Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 , Σ𝑟𝑒𝑡, Σ𝑖𝑛𝑡):
• 𝑄 – eine endliche Menge an Zuständen

• Γ – Kelleralphabet

• ⊥∈ Γ – Anfangssymbol im Keller

• 𝑞0 ∈ 𝑄 – eine endliche Menge an Startzuständen

• 𝛿 – eine Zustandsübergansfunktion

• 𝑄𝐹 ⊆ 𝑄 – eine endliche Menge an möglichen Endzuständen

• Kellerautomat: 𝑀 = (𝑄, Σ, Γ, δ, 𝑞0, ⊥, 𝑄𝐹)
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VPA - Eingabealphabet

• ෨Σ = (Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 , Σ𝑟𝑒𝑡 , Σ𝑖𝑛𝑡)

• Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 – ein endliches Alphabet für Call Aktionen

• Σ𝑟𝑒𝑡 – ein endliches Alphabet für Return Aktionen

• Σ𝑖𝑛𝑡 ein endliches Alphabet für interne Aktionen

• Push – Schreibt Zeichen in Keller, Zustandsübergang

• Pop – Liest (Löscht) Zeichen aus dem Keller, Zustandsübergang

• Internal – Zustandsübergang
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VPA - Transitionen

• Für Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏 , Σ𝑖𝑛𝑡 = 𝑐

• Call-Transition

• Pop-Transition

• Internal-Transition
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VPA - Beispiel
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Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏 , Σ𝑖𝑛𝑡 = {}



VPA - Beispiel
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Eingabewort: aaabbb

Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏 , Σ𝑖𝑛𝑡 = {}



VPA - Beispiel
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VPA - Beispiel
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Visibly Pushdown Languages (VPL)

• Eine Visibly Pushdown Language (VPL) ist eine Sprache, für die ein 
VPA M existiert, dass gilt: L(M) = L

• M:

• M erkennt 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ∈ ℕ\0}
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Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏 , Σ𝑖𝑛𝑡 = {}



VPL - Eigenschaften

• Mächtiger als reguläre Sprachen
• Regulär ⊂ VPL ⊂ CFL

• 𝐿 = {𝑎𝑛𝑏𝑎𝑛|𝑛 ∈ ℕ} nicht möglich

• Determinisierung möglich

• Eigenschaften von regulären Sprachen
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VPL - Abschlusseigenschaften im Vergleich
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VPL -Entscheidungsprobleme im Vergleich
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=> Gleiche Eigenschaften wie Reguläre Sprachen, aber ausdrucksmächtiger



VPL - Abschluss unter Schnitt

Visibly Pushdown Automata - Frank Mutter 20

𝐿1 = { 𝑎𝑎𝑏𝑏 ∗ 𝑎𝑎 𝑚|𝑚 ∈ 0,1 , 𝑛 ∈ ℕ0}

M1:

Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏



VPL - Abschluss unter Schnitt
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𝐿2 = {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ∈ ℕ\0}

M2:

Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏



VPL - Abschluss unter Schnitt
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Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏



VPL - Abschluss unter Schnitt
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Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏



VPL - Abschluss unter Schnitt
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Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏



VPL - Abschluss unter Schnitt
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VPL - Abschluss unter Schnitt
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VPL - Abschluss unter Schnitt
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Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏



VPL - Abschluss unter Schnitt
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Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏

M3:

𝐿3 = 𝐿1 ∩ 𝐿2 = 𝒂𝒂𝒃𝒃 ∗ 𝒂𝒂 𝒎|𝑚 ∈ 0,1 ∩ 𝒂𝒏𝒃𝒏|𝑛 ∈ ℕ\0

= {𝒂𝒂𝒃𝒃}



VPL - Komplement

• M2 erkennt 𝐿2 = {𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑛 ∈ ℕ\0}
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Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏

M2:



VPL - Komplement
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𝐿4 = 𝐿2

Daraus folgt Vereinigung:

𝐿5 = 𝐿1 ∩ 𝐿2 = 𝐿1 ∪ 𝐿2

M4:

Σ𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑎 , Σ𝑟𝑒𝑡 = 𝑏



Zusammenfassung

• Mächtiger als reguläre Sprachen
• Regulär ⊂ VPL ⊂ CFL

• Eigenschaften von regulären Sprachen
• Abgeschlossen unter Schnitt, Vereinigung, Komplement

• Determinisierung möglich
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